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Promedios ergddicos

La Teoria ergddica estudia el comportamiento de sistemas
dindmicos. Para analizar el comportamiento promedio de
observaciones de un sistema, a medida que avanza el tiempo, se
estudian los promedios ergédicos.
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Promedios ergddicos

La Teoria ergddica estudia el comportamiento de sistemas
dindmicos. Para analizar el comportamiento promedio de
observaciones de un sistema, a medida que avanza el tiempo, se
estudian los promedios ergddicos.
Sean
@ (X, M, 1) un espacio de medida o-finito
@ T : X — X una transformacién inversible que preserva la
medida Esto es, si E C X es medible = T~1(E) también lo
es y ademas u(T1(E)) = u(E)
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Promedios ergddicos

La Teoria ergddica estudia el comportamiento de sistemas
dindmicos. Para analizar el comportamiento promedio de
observaciones de un sistema, a medida que avanza el tiempo, se
estudian los promedios ergédicos.
Sean

e (X, M, ) un espacio de medida o-finito

@ T : X — X una transformacion inversible que preserva la

medida

o f: X — R una funcién medible.
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Promedios ergddicos

La Teoria ergddica estudia el comportamiento de sistemas
dindmicos. Para analizar el comportamiento promedio de
observaciones de un sistema, a medida que avanza el tiempo, se
estudian los promedios ergédicos.

Sean

e (X, M, ) un espacio de medida o-finito

@ T : X — X una transformacion inversible que preserva la
medida

o f: X — R una funcién medible.

Dado n € N, el promedio ergédico de longitud n+ 1 para f es

Raf(x) =
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Promedios ergddicos

e Operador maximal ergédico

M3 f(x) = sup Ra|f|(x).
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Promedios ergddicos

e Operador maximal ergédico

M3 f(x) = sup Ra|f|(x).

Resultados conocidos:

@ Teorema Ergddico de Birkhoff [1939]:
{Rnf} converge en ctp para toda f € LP(du), 1 < p < oc.
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M3 f(x) = sup Ra|f|(x).
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Promedios ergddicos

e Operador maximal ergddico

M3 f(x) = sup Ra|f|(x).

Resultados conocidos:

@ Teorema Ergddico de Birkhoff [1939]:
{Rnf} converge en ctp para toda f € LP(dp), 1 < p < 0.

@ Atencia y De la Torre [1982]:
Convergencia en ctp de {R,f} para f € LP(wdp), w € Ap.

o Fernandez-Cabrera y Martin-Reyes [1995]:
Convergencia en ctp de {R,f} para f € LP(wdpu), w € AT(T)
ie, existe C > 0 tal que para todo 0 < k < r y casi todo
x € X se verifica

1 1/p!
/p . /p

k
> u(Tx) > VITP(Tix) < C(r+1) sip>1

Jj=0 Jj=k
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Promedios ergddicos

e Operador maximal ergédico

M3 £(x) = sup Ra|f|(x).

Resultados conocidos:
@ Teorema Ergddico de Birkhoff [1939]:
{Rnf} converge en ctp para toda f € LP(dp), 1 < p < oo.
@ Atencia y De la Torre [1982]:
Convergencia en ctp de {R,f} para f € LP(wdp), w € Ap.

e Ferndndez-Cabrera y Martin-Reyes [1995]:
Convergencia en ctp de {R,f} para f € LP(wdpu), w € AT(T)

iU(TjX) ( max v_l(TjX)> < C(r+1) si p=1.
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Promedios ergddicos Cesaro-«

Promedios ergddicos Cesaro-«
a—1 i
Rnaf(x) = 2¢ ZA F(T'x

con 0 < a <1,y los nimeros de Cesaro definidos como

a+1)...(a+n)
n!

ag =

y A2

n

=1
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Promedios ergddicos Cesaro-«

Promedios ergddicos Cesaro-«
a—1 i
Rnaf(x) = 2¢ ZA F(T'x

con 0 < a <1,y los nimeros de Cesaro definidos como

a+1)...(a+n)
n!

ag =

n

Operador maximal ergddico Cesaro-a

IWr of =sup|Rnaf|.
neN
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Promedios ergddicos Cesaro-«

Teorema [Martin-Reyes, Sarrién Gavilan (1999)]

Sean
@ (X, M, i) un espacio de medida o-finito
0 1<p<oo, 0<a<Ll

@ T un operador Lamperti positivo inversible sobre LP(u)

.
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Promedios ergddicos Cesaro-«

Teorema [Martin-Reyes, Sarrién Gavilan (1999)]
Sean
@ (X, M, i) un espacio de medida o-finito
0 1<p<oo, 0<a<Ll.

@ T un operador Lamperti positivo inversible sobre LP(u)
Un operador lineal acotado sobre [P, 1 < p < oo, que separa

soportes
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Promedios ergddicos Cesaro-«

Teorema [Martin-Reyes, Sarrién Gavilan (1999)]

Sean

@ (X, M, i) un espacio de medida o-finito

0 1<p<oo, 0<a<Ll

@ T un operador Lamperti positivo inversible sobre LP(u)
Entonces,

i) El operador maximal I\/IJTrya es acotado en LP(u).

ii) Para toda f € LP() los promedios R, f convergen en casi
todo punto y en norma LP(pu).

.
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Espacios Lebesgue variables pesados
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Espacios Lebesgue variables pesados

Si w y p son funciones medibles positivas sobre X y p(x) > 1 para
todo x € X,
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Espacios Lebesgue variables pesados

Si w y p son funciones medibles positivas sobre X y p(x) > 1 para
todo x € X,

Espacio de Lebesgue variable pesado LP()(wd )

LPO) (wdp) = {f ‘X >R : /X|f(x)|p(x)w(x)du < oo}.
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Espacios Lebesgue variables pesados

Si w y p son funciones medibles positivas sobre X y p(x) > 1 para
todo x € X,

Espacio de Lebesgue variable pesado LP()(wd )

LPO) (wdp) = {f ‘X >R : /X\f(x)|p(x)w(x)du < oo}.

Dotado con la norma Luxemburgo

p(x)
Hf|Lp(~)(Wdu):inf{)\>0 ; /X <‘f(;)‘> W(X)dugl},

LPC) (wd ) se convierte en un espacio de Banach.
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Promedios ergédicos en LP()(wd )

Teorema [Aguilar Cafiestro - Ortega Salvador (2009)]

Sean
@ (X, M, ) un espacio de medida o-finito
@ p: X —[l,0)
@ T : X — X una transformacién inversible que preserva la medida
@ u, v funciones medibles positivas sobre X.
Consideremos las siguientes afirmaciones.

i) Existe C > 0 tal que, para toda f y para todo A, se verifica
p(x)
udp < / (7C|f(x)|) v(x)du.
X A

ii) El par (u, v) verifica la condicién A:(‘)(T).

/{xex:M¢f(x)>A}

Entonces
i)y = i)y, si T es ergédico, se verifica la equivalencia.

Crescimbeni-Ferrari Freire-Szylo



Promedios ergédicos en LP()(wd )

Teorema [Aguilar Cafiestro - Ortega Salvador (2009)]

Sean
@ (X, M, ) un espacio de medida o-finito
@ p: X —[l,00)
@ T : X — X una transformacién inversible que preserva la medida
@ u, v funciones medibles positivas sobre X.
Consideremos las siguientes afirmaciones.

i) Existe C > 0 tal que, para toda f y para todo )\, se verifica

p(x)
/ ud,ug/ (M) v(x)dp.
{xEX:MEF(x)> A} X

ii) El par (u,v) verifica la condicién A:(‘)(T).

Entonces
ii) = i)y, si T es ergddico, se verifica la equivalencia. T es ergddico si cuando
E es medible e invariante bajo T entonces E o E€ tienen medida cero

v
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Promedios ergédicos en LPO)(wd )

+
Clases Ap(_)(T)

Sean (u, v) funciones medibles positivas sobre X. Diremos que
(u,v) € A;(.)(T) si existe C > 0 tal que paratodo 0 < k<ry
para casi todo x € X, se verifican

P (TIx)—1

m=0

p,(TjX) Xk: U( TmX)
) v(Tx) -

K
1
—— [ max v }(Tx) E u(
C(r+1) <jeplk,r(x) )

donde Py (x) = {j € [k, r] : p(Tix) = 1} y PX"(x) = {j € [k, r] : p(Tx) > 1}.
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Promedios ergédicos en LPO)(wd )

Teorema (Aguilar Cafiestro - Ortega Salvador [2009])

Sean
@ (X, M, ) un espacio de medida o-finito

@ p: X —[1,00) una funcién medible tal que sup p(x) < oo
xeX

@ T : X — X una transformacion inversible que preserva la medida

@ w una funcién medible positiva para la cual existe u tal que
(u,w) € A:(.)(T).

Entonces la sucesién {R,f} converge en ctp para toda f € LP()(wdp).
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Promedios ergédicos en LPO)(wd )

Teorema (Aguilar Cafiestro - Ortega Salvador [2009])

Sean
@ (X, M, ) un espacio de medida o-finito

@ p: X —[1,00) una funcién medible tal que sup p(x) < oo
xeX

@ T : X — X una transformacion inversible que preserva la medida
@ w una funcién medible positiva para la cual existe u tal que
(u,w) € A:(.)(T).

Entonces la sucesién {R,f} converge en ctp para toda f € LP()(wdp).

Corolario
Sisupp(x) <ocoywe A:(_)(T), entonces la sucesién {R,f} converge
xeX

en ctp para toda f € LPO)(wdp).
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Objetivo:

Obtener resultados sobre convergencia de los
promedios ergédicos Cesaro-a: en LPU)(wd ).
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Objetivo:

Obtener resultados sobre convergencia de los
promedios ergédicos Cesaro-a: en LPU)(wd ).

o Siguiendo las ideas de Aguilar Canestro - Ortega
Salvador.
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Objetivo:

Obtener resultados sobre convergencia de los
promedios ergédicos Cesaro-a: en LPU)(wd ).

o Siguiendo las ideas de Aguilar Canestro - Ortega
Salvador.

o Trabajando con un operador maximal mas
general.
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Operadores maximales unilaterales generales
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Operadores maximales unilaterales generales

Definicién 1

Sea f una funcién real localmente integrable y sean h y k funciones
medibles positivas definidas sobre {(x,y) : x <y} y

{(x,y,2) : x < y < z} respectivamente. Si la funcién s — k(x,s,y) es
localmente integrable sobre (x,y) para cualquier x < y, definimos el
operador maximal

/\/I;fkf()—suphxc/ |f(s)|k(x,s,c)ds.

c>x

Crescimbeni-Ferrari Freire-Szylo



Operadores maximales unilaterales generales

Teorema [Martin-Reyes, De la Torre (1997)]
Para 1 < p, g < oo, consideremos las siguientes condiciones:

a) Existe una constante C tal que para cualquier f € LP(v),

A>0

sup Mu ({x: My, f(x) > A}) < C </|f”v>q/p.

b) El par (u,v) pertenece a A] _, ,, es decir, existe una constante C tal que
para cualesquiera a < b < c,

b 1/q G , , 1/p’
h(a, c) (/ u> (/ VTP (s)KP (a, s, c)ds> <C si p>1
a b

y

b \ 1/a
h(a, c) (/ u) < C ess mf v(s)k '(a, s, c) si p=1.

se(b,

Si hy k son crecientes en la primer variable entonces (a)=-(b). Si hy k
decrecen en su (ltima variable y p < g, entonces (b)=-(a).
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Operadores maximales unilaterales generales - Resultados obtenidos

Teorema 1

Sean

o p:R—[1,0).

@ u, v funciones medibles positivas sobre R.
Consideremos las siguientes afirmaciones.

a) Existe K > 0 tal que

p(x)
/ US/ (Kf(x)) v(x)dx
{x€R: M;f F(x)>)} R\ A

se cumple para toda f > 0 y para todo A > 0.
b) El par (u, v) verifica la condicién A:(') o

Si h'y k son crecientes en la primer variable entonces (a)=(b). Si
h'y k decrecen en su Ultima variable, entonces (b)=-(a).
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Operadores maximales unilaterales generales - Resultados obtenidos

+
Clases Ap(_)’h‘k

Sean p: (a,c) — [1,00) y sean u, v funciones medibles positivas sobre
(a, c). Decimos que (u,v) € A;r(v).h . Siexiste K> 0talquesia<b<c
entonces '

h(a, c) ( ess sup v~ '(s)k(a, s, c)) / u<K

sePiN(b,c)

0 b p'(s)—1
/ (h()k())” L) gan,
PZO(b,C) K V(S)

donde P; = {x € (a,c) : p(x) =1}, P, ={x € (a,c) : p(x) > 1} y p'()
es el exponente conjugado de p(-).
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Operadores maximales unilaterales generales - Resultados obtenidos

Idea de la demostracion
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Operadores maximales unilaterales generales - Resultados obtenidos

Idea de la demostracién
@ Se define el operador T (del estilo Hardy generalizado)
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Operadores maximales unilaterales generales - Resultados obtenidos

Idea de la demostracién

@ Se define el operador T (del estilo Hardy generalizado)
Definicién
Sean —oo < a < ¢ < o0, h(x,c), k(x,s,c) como en la Definicién
1, crecientes en la primer variable y decrecientes en la dltima
variable. Definimos el operador T para funciones no negativas
sobre (a, ¢) como

Tf(x) = h(x, C)/ f(s)k(x,s,c)ds.
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Operadores maximales unilaterales generales - Resultados obtenidos

@ Se prueba el siguiente resultado para T.

Teorema 2

Sean p: (a,c) — [1,00) y sean u, v funciones medibles positivas
sobre (a, c). Son equivalentes:

a) Existe K > 0 tal que

c p(x)
/ u §/ <Kf(x)) v(x)dx.
(e Tl - A

se cumple para toda f > 0 y para todo A > 0.

o Y 4L
b) El par (u, v) verifica la condicién Ak

Crescimbeni-Ferrari Freire-Szylo



Operadores maximales unilaterales generales - Resultados obtenidos

@ Se prueba el siguiente resultado para T.

Teorema 2

Sean p: (a,c) — [1,00) y sean u, v funciones medibles positivas
sobre (a, c). Son equivalentes:

a) Existe K > 0 tal que

c p(x)
/ u §/ <Kf(x)) v(x)dx.
(e Tl - A

se cumple para toda f > 0 y para todo A > 0.

o Y 4L
b) El par (u, v) verifica la condicién Ak

@ Aplicando el resultado anterior se obtiene la conclusién del
teorema.
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Consecuencias del Teorema 1: Acotacion del operador maximal Cesaro-«

Caso particular: Si h(x,c) = (c — x)72, k(x,s,¢) = (c —s)*71,
0 < a <1, obtenemos el operador maximal Cesaro-a

My f(x) = P e _1X)a /XC (c _f(ss))1|a ds.
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Consecuencias del Teorema 1: Acotacion del operador maximal Cesaro-«

Caso particular: Si h(x,c) = (c — x)72, k(x,s,¢) = (c —s)*71,
0 < a <1, obtenemos el operador maximal Cesaro-a

M f(x) = sup ! e /C( () —ds.

e>x (€ —x c—s)-

Teorema 3

Sean p: R — [1,00). Sean u, v funciones medibles positivas sobre
R. Son equivalentes:

a) Existe K > 0 tal que

p(x)
/ u§/ (KV(X)’> v(x)dx
{xE€R:MZ f(x)>A} R A

se cumple para toda f y para todo A > 0.

b) El par (u, v) verifica la condicién Ap(_) N

)
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Consecuencias del Teorema 1: Acotacion del operador maximal Cesaro-«

+
Clases Ap(.)’a

Sean u, v funciones medibles positivas sobre (a, ¢). Diremos que
(u,v) € A;“(.) ., Si existe K > 0 tal que si a < b < c entonces

1 -1 a—1 /b
——— | esssup v (s)(c—s u< K
(C - a)a <s€P1ﬁ(b,c) ( )( ) ) a

/(S) b p/(s)fl
[ 7
Pan(be) \K(c —a)*(c —s)t—« v(s)

donde Py = {x € (a,¢) : p(x) =1}, P = {x € (a,¢) : p(x) > 1}
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Consecuencias del Teorema 1: Acotacion del operador maximal Cesaro-«

Observacion 1: Si p es constante y a = 1, las clases A;r(_) o

coinciden con las clases A,J; clasicas.
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Consecuencias del Teorema 1: Acotacion del operador maximal Cesaro-«

Observacion 1: Si p es constante y a = 1, las clases A:(_) o

coinciden con las clases A,J; clasicas.

Observacién 2: Si p es constante, tenemos que la condicién A,

resulta
1 c 1-p’ b p'—1
y / v(s) - / u <1
Ke=a) \Jy (c=s)=% |\,
Como la funcién m tiene que ser localmente integrable

cerca de c, el exponente (1 — a)p’ debe ser menor que 1, lo que
significa que p > 1/«. Es decir, para el caso de exponentes
constantes, el teorema anterior se verifica si p > 1/a.
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Version discreta del Teorema 3

Operador maximal discreto unilateral
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Version discreta del Teorema 3

Operador maximal discreto unilateral

Fali) = sup \A ai +J)|.
n>0

Teorema 4

Sean u, v funciones positivas definidas sobre Z y sea
p:7Z — [1,+00). Paratodoi€Zy0 < k <r, son equivalentes:

a) Existe C > 0 tal que

> iy < 3 (<1 )p(k (k)

{i:mg £(7)>A} kez

se cumple para toda f y para todo A > 0.

b) El par (u, v) verifica la condicién A;L(,) .(2).
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Version discreta del Teorema 3

+
Clases Ap(_)'a(Z)

Sean u, v funciones medibles positivas definidas sobre Z. Diremos que

(u,v) € A:(,) o(Z) si existe C > 0 tal que si 0 < k < r entonces las

desigualdades

B P (i+j)-1
Ac—1 Pi+) [ > u(m+1)
> ( '_j> m=0___ <1
CAc " <
jGPZk"(i) r V(l ./)
y
1 k
—1y/- N aa—1 2 g
—_— max v~ (i + j)ATZ u(i+j)<1
CA? <jePf='(;) (DA > ; (i)

se verifican para todo i € Z, donde P{" (i) = {j € [k,r] : p(i+j) =1} y
Py (1) = {j € [k, ] - p(i +4) > 1}.
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Consecuencias del Teorema 1: Convergencia de los promedios ergédicos Cesaro-a

Promedios ergddicos Cesaro-«

n

1
Rnaf(x) = AQZA"‘ L (T'x)
=0

con 0 < a <1,y los nimeros de Cesaro definidos como

a+1)...(a+n)
n!

A,O;:( A0 =1.
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Consecuencias del Teorema 1: Convergencia de los promedios ergédicos Cesaro-a

Promedios ergddicos Cesaro-«

n

1
Rnaf(x) = AQZA"‘ L (T'x)
=0

con 0 < a <1,y los nimeros de Cesaro definidos como

a+1)...(a+n)
n!

A,O;:( A0 =1.

Operador maximal ergddico Cesaro-a

IWr of =sup|Rnaf|.
neN
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Consecuencias del Teorema 1: Convergencia de los promedios ergddicos Cesaro-a

Teorema 5

Sean
@ (X, M, ) un espacio de medida o-finito
@ p: X —[1,00)
@ T : X — X una transformacién inversible que preserva la medida
@ u, v funciones medibles positivas sobre X.
Consideremos las siguientes afirmaciones:

a) Existe C > 0 tal que la desigualdad

p(x)
i i [ (S
{xEX:M.Faf(x)>)\} X

se verifica para toda f y para todo A > 0.
b) El par (u, v) verifica la condicién A:(‘)VQ(T).

Entonces b) = a) y, si T es ergddica, se verifica la equivalencia.
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Consecuencias del Teorema 1: Convergencia de los promedios ergédicos Cesaro-a

mn
Clases Ap(,),a(T)

Diremos que un par de funciones medibles positivas (u, v) en X verifican la
condicién A;’(.) +(T) si existe C > 0 tal que para todo 0 < k < r se verifican

k . P,(zj)_l
o1\ P (70 [ >0 u(T'x)
> (L = <1
= CAY v(Tix) -
JEPQJ(X)

K
1 L . ,
— [ max v (T'x)AY; u(T'x) <1
CAr <j€Pf>’(x) / j=0

para casi todo x € X, donde PP (x)={j €k, r]:p(T'x) =1}y
Py (x) = {j € [k ]+ p(T7x) > 1}
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+
Clases Ay ,(T)

Diremos que un par de funciones medibles positivas (u, v) en X verifican la
condicién A;’(.) +(T) si existe C > 0 tal que para todo 0 < k < r se verifican

p/(Tix)—1

k o
o1\ P (70 [ >0 u(T'x)
> (A = <1
CAY v(Tix) -
()

K

1 =i 1 j

— [ max v (T'x)A>~ u(T'x) <1
CA? <jepf>’(x) )JX_O:

para casi todo x € X, donde PP (x)={j €k, r]:p(T'x) =1}y

Py (x) = {j € [k ]+ p(T7x) > 1}

OBS: (u,v) € A;(.)’Q(T) — (u",v¥) € A;(.),Q(Z) para casi todo x € X, con
constante independiente de x, donde u*, v*, p* son las funciones definidas en
los enteros por u*(i) = u(T'x), v*(i) = v(T'x) y p*(i) = p(T'x).
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Idea de la demostracion
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Idea de la demostracion

Para demostrar b) = a):

1 o ;
o Se define MF  \f(x) = sup e Z }Af,‘:ilf(T’x)‘ .
T 0<n<N A “
== i=0
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Idea de la demostracion

Para demostrar b) = a):

o Se define MF  \f(x) = sup Ao Z }Aa 1f(TIX)‘
T 0<n<N

e Para x € X fijo, con *(i) = f(T’x), se tiene

M:;’:,OL,Nf( TiX) < mg(fXX[o,NH])(")-

Usando la obs, el Teorema 4 y haciendo N —> oo se obtiene
el resultado.
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Idea de la demostracion

Para demostrar b) = a):

o Se define MF  \f(x) = sup Ao Z }Aa 1f(TIX)‘
T 0<n<N

e Para x € X fijo, con *(i) = f(T’x), se tiene

M;a,Nf( TiX) < mg(fXX[o,NH])(")-

Usando la obs, el Teorema 4 y haciendo N —> oo se obtiene
el resultado.

Para probar a) = b) se usan las propiedades de ergodicidad de T.
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Consecuencias del Teorema 1: Convergencia de los promedios ergédicos Cesaro-a

Como consecuencia, se prueba la convergencia de la sucesién
{Rnof} para toda f € LPO)(wdp).

Teorema 6

Sean
@ (X, M, ) un espacio de medida o-finito
@ p: X — [1,00) una funcién medible tal que sup p(x) < oo
xeX

@ T : X — X un operador Lamperti inversible que preserva la
medida

@ w una funcién medible positiva para la cual existe u tal que

(u,w) € A;(.),Q(T)-

Entonces la sucesién {R, of} converge en ctp para toda
fe LPO)(wdp).
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Promedios ergédicos Cesaro-a en LP()(wdpu) - Resultados obtenidos

Idea de la demostracion
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Idea de la demostracion

@ supp(x) <oo= So={f€S: u(sop(f)) < oo} es denso en LP)(dpu).
x€X
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Promedios ergédicos Cesaro-a en LP()(wdpu) - Resultados obtenidos

Idea de la demostracion

@ supp(x) <oo= So={f€S: u(sop(f)) < oo} es denso en LP)(dpu).
x€X

o D = [Y(du) N LPO)(wdp) es denso en LPO)(wdp).
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Idea de la demostracion

@ supp(x) <oo= So={f€S: u(sop(f)) < oo} es denso en LP)(dpu).
x€X

o D = [Y(du) N LPO)(wdp) es denso en LPO)(wdp).
@ T es un operador Lamperti

e Convergencia en ctp en D (MR-SG)
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Idea de la demostracion

@ supp(x) <oo= So={f€S: u(sop(f)) < oo} es denso en LP)(dpu).
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Promedios ergédicos Cesaro-a en LP()(wdp) - Resultados obtenidos

Idea de la demostracion

@ supp(x) <oo= So={f€S: u(sop(f)) < oo} es denso en LP)(dpu).
x€X

D = [Y(du) N LPO)(wdp) es denso en LPO) (wdp).
T es un operador Lamperti

Convergencia en ctp en D (MR-SG)

M;a es de tipo débil en D

Entonces {R,f} converge en ctp para toda f € LPO)(wdp).

Corolario

Si supp(x) <ocoy w € A;r(.) o(T), entonces la sucesién {R; of}
xeX ’

converge en ctp para toda f € LPO)(wdy).
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